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Resumen
En el presente trabajo se muestra la sincronización unidireccional simétrica lineal de dos sistemas quı́micos de distinta naturaleza,
cuya dinámica individual es descrita por un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales. La evolución de la dinámica de
sincronización muestra soluciones periódicas conforme aumenta el parámetro de acoplamiento, y para cierto valor particular del
parámetro emerge un estado de caos intermitente que es corroborado mediante la Transformada Rápida de Fourier, la función de
autocorrelación, el exponente máximo de Lyapunov, la dimensión fractal y el diagrama de recurrencia de las series temporales
obtenidas de la solución numérica del sistema acoplado. Está metodologı́a podrı́a ayudar a entender la compleja dinámica de los
ritmos circadianos en mamı́feros.
Palabras clave: espacio fase, variedad de sincronización, caos intermitente, Oregonator, Brusselator.

Abstract
This work shows the linear symmetric one-way synchronization of two chemical systems of different nature, whose individual
dynamics is described by a system of nonlinear differential equations. Shows the evolution of the dynamics of synchronization
solutions periodical as it increases the coupling, and certain value for parameter particular emerges a state of intermittent
chaos that is corroborated by Fast Transformed of Fourier, autocorrelation function, the maximum Lyapunov exponent, fractal
dimension and diagram of recurrence of the time series obtained from numerical coupled system solution. Is methodology could
help to understand the complex dynamics of those rhythms circadian in mammals.
Keywords: space phase, variety of synchronization, intermittent chaos, Oregonator, Brusselator.

1 Introducción

1.1 Sincronización

La sincronización es un fenómeno común, por
consiguiente ha sido muy estudiado en distintas
áreas de la ciencia, por ejemplo en fı́sica (Arroyo y
col. (2009), Vidal (2010), Pimentel (2008)), biologı́a
(Seung y col. (1995), Mendoza y col. (2009), Glass
(2001), Castellanos y col. (2007), Goldbeter (1995))

y por supuesto en la quı́mica (Oporto y col (2014)).
La sincronización es un proceso natural en muchos
sistemas no lineales los cuales exhiben la habilidad
de coordinar sus ritmos. El acoplamiento en sistemas
que exhiben sincronización generalmente presentan
dos tipos de acoplamiento: difusivo y conductivo
(Vidal (2010)). Normalmente en los acoplamientos
difusivos los sistemas se conectan a través de un
término de difusión que regula con su valor un cierto
estado de sincronización (Vidal (2010)). El segundo
tipo de acoplamiento se lleva a cabo mediante la
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conducción de uno de los sistemas por alguna de
las variables del sistema que actúa como conductor
(Vidal (2010)). Además la sincronización puede ser
unidireccional o bidireccional; en la primera el sistema
se subdivide en dos subsistemas, uno de ellos envuelve
y conduce al otro, siendo la respuesta del sistema
esclavizado seguir la dinámica del sistema conductor
mientras que en la segunda de igual forma el
sistema se subdivide en dos subsistemas, sin embargo,
ambos subsistemas son conectados de tal forma que
sus trayectorias están mutuamente influenciadas por
el comportamiento del otro, este tipo de situación
es muy común en láseres con retroalimentación
(Arroyo y col. (2009), Vidal (2010)). Existe una
subclasificación de tipos de sincronización, tales como
la sincronización completa que fue el primer tipo
descubierto, dicha sincronización consiste en una
perfecta unión de las trayectorias de dos sistemas,
donde se demuestra que dos sistemas son acoplados
unidireccionalmente sólo si todos los exponentes
de Lyapunov del subsistema a sincronizar son
negativos y la dimensión fractal disminuye conforme
aumenta el parámetro de acoplamiento (Pecora y
col. (1990), Boccaletti y col. (2000)). Otros tipos
de sincronización y no menos importantes son:
sincronización generalizada (Kocarev y col. (1996)),
sincronización de fase (Rosenblum y col. (1996)),
sincronización por retardo (Taherion y col (1999)),
sincronización intermitente (Heagy y col. (1995)),
sincronización de fase imperfecta (Rosemblum y col.
(1997)) y finalmente la casi sincronización (Vidal
(2010)). Por otro lado, la sincronización juega un rol
importante en los procesos quı́micos involucrados en
la biologı́a celular, puesto que todos los mecanismos
extracelulares se encuentran regulados por reacciones
quı́micas a nivel intracelular, siendo estas últimas
fundamentales en los mecanismos de regulación
hormonal (Mendoza (2009)), un ejemplo importante
es la sincronización en la dinámica de las neuronas
de los núcleos supraquiasmáticos puesto que son
los encargados de generar y coordinar procesos
fisiológicos rı́tmicos como el ciclo de sueño vigilia,
la secreción de hormonas, el ciclo celular, entre
otros (Mendoza (2009)). Se han estudiado reacciones
quı́micas a nivel experimental análogas a procesos
fisiológicos, tal es el caso de la reacción de Belousov-
Zhabotinsky (BZ), la cual ha sido empleada para
estudiar el Ciclo de Krebs y la Glucólisis (Arzola
y col. (2013)). La sincronización entre osciladores
quı́micos de distinta naturaleza ha sido poco estudiada,
sin embargo dicho fenómeno emergente es de vital
importancia en la quı́mica de los seres vivos. La

finalidad de este trabajo es entender la dinámica
de sincronización entre dos osciladores de distinta
naturaleza quı́mica, con el fin de encontrar cierta
analogı́a con reacciones quı́micas propias de los seres
vivos y su sincronización.

1.2 Modelo matemático del Oregonator

El modelo del Oregonator fue propuesto originalmente
por Richard Field y Richard M. Noyes (Field y
col. (1987)) de la Universidad Oregon, para explicar
el mecanismo de retroalimentación quı́mica de la
reacción BZ planteado por Zhabotinsky (1991), el
cual muestra el proceso de oxidación-reducción del
indicador ferroı́na caracterı́stico de la reacción BZ.

1.2.1 Mecanismo de reacción BZ

1. H+ +HBrO3 + HBrO2 ↔ HBrO+
2 + BrO−2 +

H2O

2. BrO−2 + H+ → HBrO+
2

3. Fe(phen)2+
3 + HBrO+

2 ↔ Fe(phen)3+
3 +HBrO2

4. H+ + 2HBrO2 → HOBr+ HBrO3 + H+

5. H+ + Br− + HBrO2 ↔ 2HOBr

6. H+ + Br− + HOBr↔ Br2 + H2O

7. H+ + Br−+ HBrO3 ↔ HBrO2 + HOBr

8. 2Fe(phen)3+
3 + CHBr(COOH)2 ↔ 2Fe(phen)2+

3
+ CBr(COOH)2 + H+

9. H2O + CBr(COOH)2 → H+ + Br− +

COH(COOH)2

10. HOBr + CHBr(COOH)2 → CBr2(COOH)2 +

H2O

11. Br2 + CHBr(COOH)2 → CBr2(COOH)2 + H+

+ Br−

12. H2O + CHBr(COOH)2 → CHOH(COOH)2 +

H+ + Br−

1.2.2 Modelo del oregonator modificado

Mediante la cinética quı́mica del mecanismo de
reacción BZ, Field y Noyes con un apropiado
cambio de variable, plantearon el modelo matemático
adimensional representado por las ecs. (1)-(2).

β
dx1

dt
= x1(1− x1) + f

q− x1

q + x1
z (1)

dz
dt

= x1 − z (2)
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Siguiendo el mismo procedimiento empleado por
Field y Noyes es posible modificar el modelo
del Oregonator para explicar con más detalle el
mecanismo de reacción BZ, dicho modelo es mostrado
en las ecs. (3)-(4).

β
dx1

dt
= x1(1− x1) + ( f z +α)

q− x1

q + x1
(3)

dz
dt

= x1 − z (4)

Donde x1 y z corresponden a concentraciones
adimensionales relacionadas con la concentración
de HBrO2 (mol*dm−3) y Fe(phe)3+

3 (mol*dm−3),
respectivamente, β = KcB/K5A, q = 2K3K4/K2K5,
f es un factor estequiométrico adimensional y
t es el tiempo adimensional. Kc,K1, . . . ,K12 son
las constantes de velocidad de reacción, A es la
concentración inicial de BrO−3 y B la concentración
inicial de CH3(COOH)3, ambas en unidades de mol
* dm−3. Todos los parámetros y variables del modelo
mostrado en las ecs. (1)-(4) son adimensionales.

1.3 Modelo matemático del Brusselator

El modelo del Brusselator, fue creado por Ilya
Prigogine y colaboradores en la Universidad de
Brusselas (Nicolis y col., 2003). El mecanismo de
reacción del Brusselator describe un sistema quı́mico
hipotético que convierte una especie quı́mica A en
otra especie quı́mica D en cuatro pasos, mediante la
participación de cuatro especies intermedias, X, Y,
B y C. Las reacciones 14 y 15 son bimolecular y
trimolecular autocatalı́tica, respectivamente.

1.3.1 Mecanismo de reacción del Brusselator

13. A→ X

14. B + X→ Y + C

15. 2X + Y → 3X

16. X→ D

Siguiendo el procedimiento empleado para construir
el modelo matemático del Oregonator Modificado
y empleando un apropiado cambio de variable,
se obtiene el modelo matemático adimensional del
mecanismo quı́mico del Brusselator,

dx2

dt
= 1− (b + 1)x2 + ax2

2y1 (5)

dy1

dt
= bx2 − ax2

2y1 (6)

x2 e y1 son concentraciones adimensionales
relacionadas con las concentraciones de las especies
quı́micas X (mol*dm−3) e Y (mol*dm−3) ,

respectivamente, a =
AK13
K16

√
K14
K16

y b = BK15/K16,
donde A y B son las concentraciones iniciales en
mol*dm−3 de dichas especies quı́micas y K13,K14,K15
y K16 son las constantes de velocidad de reacción del
mecanismo quı́mico del Brusselator. De igual forma
que en el modelo del Oregonator, todos los parámetros
y variables del modelo descrito en las ecs. (5)-(6) son
adimensionales.

2 Metodologı́a

El modelo del Oregonador Modificado y del
Brusselator fueron acoplados mediante un término
simétrico unidireccional lineal para ejemplificar la
interacción entre ambos sistemas quı́micos. El sistema
acoplado se muestra en las ecs. (7)-(10).

β
dx1

dt
= x1(1− x1) + ( f z +α)

q− x1

q + x1
+ ε(x2 − x1) (7)

dz
dt

= x1 − z (8)

dx2

dt
= 1− (b + 1)x2 + ax2

2y1 + ε(x1 − x2) (9)

dy1

dt
= bx2 − ax2

2y1 (10)

El sistema de ecs. (7)-(10) se resolvió mediante el
método usual de Runge Kutta de cuarto orden con paso
de tiempo adimensional de 0.001 para los siguientes
valores de los parámetros: β = 0.3, f = 1.0, q = 0.015,
α = 0.03, a == 1.0, b = 2.5, con condiciones iniciales
x1(0) = 0.8, z(0) = 0.6, x2(0) = 0.5, y(0) = 0.2,
adimensionales. Los valores de dichos parámetros son
elegidos de acuerdo a los resultados del análisis de
estabilidad no lineal de los modelos por separado,
esos valores especı́ficos de los parámetros provocan un
comportamiento oscilatorio periódico en la solución
numérica tanto del Oregonator como del Brusselator
(Sagués y col. (2003)). El parámetro de acoplamiento
ε fue incrementado gradualmente. La evolución de
la sincronización en las ecs. (7)-(10) se estudió a
partir de las series de tiempo obtenidas de la solución
numérica. De dichas series de tiempo se calculó la
dimensión fractal, se empleó el método numérico
de la Transformada Rápida de Fourier (FFT) para
el cálculo del espectro de potencias, se obtuvo el
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máximo exponente de Lyapunov, la predictibilidad, la
función de autocorrelación y finalmente el diagrama
de recurrencia de la solución numérica de la variable z
para distintos valores del parámetro de acoplamiento.

3 Resultados y discusión

Para observar la dinámica de sincronización en la
solución numérica de las ecs. (7)-(10), se varió el
parámetro de acoplamiento ε, en un rango de 0 a 30.

Cuando ε = 0, no existe ningún acoplamiento entre
las variables de las ecs. (7)-(10) y sus soluciones
son independientes y periódicas, lo cual puede
corroborarse al observar el espacio fase o variedad de
sincronización cuyo gráfico se muestra en la Fig. 1.

De igual forma en la Fig. 1 se puede apreciar
que cuando el parámetro de acoplamiento se aumenta
gradualmente de 0.5 a 2, comienza la sincronización
de fase entre las variables del modelo acoplado,
sin embargo la solución de dichas variables muestra
órbitas periódicas. Si ε = 2.5 el sistema sigue
mostrando sincronización de fase junto con la
aparición de un estado de caos intermitente, dicho
estado caótico provoca la emergencia de un atractor
extraño en el espacio de fases formado por las
variables x1, x2 y z mismo que se puede observar en
la Fig. 2.

Originalmente el modelo del Oregonator
Modificado y el Brusselator son modelos 2
dimensionales cuyas soluciones numéricas para
determinados valores de sus parámetros muestran
órbitas periódicas, al acoplar el sistema mediante
el término unidireccional simétrico se obtiene un
sistema 4 dimensional lo que aumenta la posibilidad
de obtener un estado caótico en la solución numérica.

Es bien conocido que el espectro de frecuencias de
una variable caótica muestra una banda en un amplio
rango de frecuencias en lugar de picos individuales
como sucede en sistemas o variables periódicas
(Crutchfield y col., 1980; Nauenber y col., 1981; Bergé
y col., 1984). Para corroborar la emergencia de un
estado caótico para ε = 2.5 se obtuvo el espectro de
potencias de las variables del sistema acoplado para
distintos valores de ε entre 0 y 5, obteniéndose picos
bien definidos para valores de ε = 0, 1 y 5, mientras
que para ε = 2.5 se observa una banda de frecuencias
(figs. 5-8).

Cuando una señal es caótica, la información
sobre el origen del sistema se pierde y solo puede

existir una correlación con su pasado inmediato, dicha
perdida de información puede relacionarse con la
función de autocorrelación (Tamasevicius y col., 1996;
Babloyantzy col., 1986). En la Fig. 9 se aprecia la
función de autocorrelación de las variables del sistema
acoplado para ε = 2.5 las funciones de autocorrelación
muestran un pico máximo al inicio que cae con
el tiempo, es decir, existe perdida de información
conforme t→∞.

El espectro de los exponentes de Lyapunov ha
sido empleado para el análisis de sistemas dinámicos
caóticos cuando el sistema dinámico que origina las
series de tiempo caóticas es conocido (Brown y col.,
1991; Wolf, 1986; Moon, 1992), sin embargo, cuando
el sistema de ecuaciones diferenciales que origina la
serie de tiempo no es conocido, es posible evaluar el
máximo exponente de Lyapunov de la serie temporal
para medir el nivel de caoticidad (Brown y col., 1991;
Moon, 1992). En el caso del Oregonator Modificado
y el Brusselator acoplados, se calculó el máximo
exponente de Lyapunov para las series de tiempo
obtenidas de la solución numérica de las ecs. (7)-
(10) para distintos valores de ε, observándose que
el exponente de Lyapunov alcanza su máximo valor
cuando ε = 2.5 (Fig. 10) y a su vez el mı́nimo de
predictibilidad para el mismo valor de ε (Fig. 11), en
otras palabras, el sistema es menos predecible cuando
se encuentra acoplado con un valor de ε = 2.5, dando
lugar a un estado de caos intermitente.

Como se puede observar en la Fig. 12, al evaluar la
dimensión fractal de las series de tiempo obtenidas de
la solución numérica de las ecs. (7)-(10) para distintos
valores de ε se aprecia que cuando ε se encuentra
en un rango entre 2 y 3, la dimensión fractal tiende
a oscilar ligeramente dando lugar posiblemente a un
estado multifractal.

La técnica del análisis de recurrencia ha sido
utilizada para evaluar estados caóticos en series de
tiempo de electroencefalogramas (Webber y col.,
1994; Babloyantz, 1991) y en osciladores caóticos
como el de Lorenz y Rössler, obteniéndose patrones
caracterı́sticos de sistemas caóticos (Celik y col.,
2013), por ello, se obtuvo el diagrama de recurrencia
de la serie de tiempo obtenida de la solución numérica
de la variable z para distintos valores del parámetro
ε. Al realizar dicho análisis para distintos valores de
ε se obtuvo un patrón similar al de un sistema caótico
cuando ε = 2.5, además al calcular la dimensión fractal
del patrón obtenido del diagrama de recurrencia se
encuentra que posee su valor máximo precisamente en
ε = 2.5 (Fig. 13).
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Fig. 9. Autocorrelación de a) x1, b) z, c) x2 y d) y1 para ε=2.5 
Fig. 9. Autocorrelación de a) x1, b) z, c) x2 y d) y1 para ε = 2.5.

Mientras el parámetro de acoplamiento sigue
aumentando de 3 a 30 (figs. 3-4) se observa la
emergencia de la sincronización completa entre las
variables x1, z y x2 y la sincronización de fase entre
la variable y1 y las variables x1, z y x2. Cuando ε =

30 se aprecia la sincronización monótona que puede

corroborare en la variedad de sincronización (Fig. 4).

En la Fig. 14 aparece el error promedio entre las
variables x2 y x1 para distintos valores del parámetro
de acoplamiento ε, que muestra la disminución de
dicho error conforme el valor del parámetro aumenta.
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Fig. 10. Máximo exponente de Lyapunov para las series temporales de la solución numérica de las ecs. (7)-(10) con
ε = 0 a ε = 4.
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www.rmiq.org 893



Arzola-Flores y col./ Revista Mexicana de Ingenierı́a Quı́mica Vol. 16, No. 3 (2017) 883-897
	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	 	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

	

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0.76

0.78

0.8

0.82

0.84

0.86

0.88

0.9

0.92

0.94

0.96

ε

D
im

en
si

ón
 F

ra
ct

al

 

 

x1

2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 30.76

0.78

0.8

0.82

0.84

ε

D
im

en
si

ón
 F

ra
ct

al

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0.74

0.76

0.78

0.8

0.82

0.84

0.86

0.88

ε

D
im

en
si

ón
 F

ra
ct

al

 

 

z

2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 30.75

0.76

0.77

0.78

0.79

ε
D

im
en

si
ón

 F
ra

ct
al

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0.76

0.78

0.8

0.82

0.84

0.86

0.88

0.9

0.92

0.94

0.96

ε

D
im

en
si

ón
 F

ra
ct

al

 

 

x2

2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 30.77

0.78

0.79

0.8

ε

D
im

en
si

ón
 F

ra
ct

al

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
0.72

0.74

0.76

0.78

0.8

0.82

0.84

0.86

0.88

0.9

ε

D
im

en
si

ón
 F

ra
ct

al

 

 

y1

2 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 30.72

0.73

0.74

0.75

ε

D
im

en
si

ón
 F

ra
ct

al

Fig. 12. Dimensión fractal para las series temporales de la solución numérica de las 
ecs. (7)-(10) con ε=0 a ε=4. 

Fig. 12. Dimensión fractal para las series temporales de la solución numérica de las ecs. (7)-(10) con ε = 0 a ε = 4.
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Fig. 13. Diagramas de recurrencia y dimensión fractal de la variable z para distintos valores del parámetro ε.
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Fig. 14. Diferencia promedio entre las variables x2 y x1 para distintos valores de parámetro ε.  
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Fig. 14. Diferencia promedio entre las variables x2 y x1 para distintos valores de parámetro ε.

Conclusiones

El incremento del parámetro de acoplamiento ε
favorece la emergencia de la sincronización de
fase entre las variables del sistema, dando lugar
a soluciones periódicas, y un estado de caos
intermitente para un valor particular del parámetro
de acoplamiento. La modelación matemática de
sistemas quı́micos de distinta naturaleza, ası́ como
su acoplamiento ya sea unidireccional simétrico o
bidireccional, puede ser una metodologı́a para estudiar
la compleja dinámica que subyace en los procesos
de sincronización de los ritmos fisiológicos, dicha
metodologı́a podrá ayudar a entender la relación que
existe entre los osciladores circadianos y patologı́as
asociadas con el metabolismo, tal como la diabetes
mellitus tipo II, puesto que se ha demostrado
que el ciclo luz-obscuridad y la alimentación son
mecanismos sincronizadores en mamı́feros (Mendoza,
2009; Escobar y col., 2001).
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Zacatecas, México.
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sistemas dinámicos en régimen de caos espacio-
temporal. Tesis de Doctorado en Ciencias,
Universidad de Navarra, España.

Webber, C. L., Zbilut, J. P. (1994). Dynamical
assessment of physiological systems and states
using recurrence plot strategies. Journal of
Applied Physiology 76, 965-973.

Wolf, A. (1986). Quantifying chaos with Lyapunov
exponents. Chaos, 273-290.

Zhabotinsky A. M. (1991). A history of chemical
oscillations and waves. Chaos 4, 379-386.

www.rmiq.org 897


	 Introducción 
	Sincronización
	 Modelo matemático del Oregonator
	 Modelo matemático del Brusselator

	Metodología
	Resultados y discusión

